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/��� &� .�&� ε 	-� �� ���; 0 εα+1 [0� 7�%��	> �� 0 ε2α +0� 7� %��	> �� ε  � �!� 9� �	�83!�
Nα < 1 �*��O 2α < α + 1 	(� .�6�� ε �� ���� "� ���� [0� 0 +0� �� �'7%��	> M� ,�; "� �)�
2α > α +1 	(� .α = 1/2 M�!R 9�� �� .�&� ε �� ���� "� +0� 7� %��	> �� ���; 9
:0� �6��
�� α = 0 M�!R 9�� �� .�&� ε �� ���� "� [0� 7� %��	> �� ���; 9
:0� �6�� Nα > 1 �*��O

.α = 1/2 j> .��
� ��("�& α > 1 ��

x = ε1/2(x0 + εx1 + ε2x2 + · · ·). N31O

�!6�� �^
%� N28O �� T�� 9�� �� ��=(�; ��

ε1; x2
0 = 1 ⇒ x2

0 = 1

ε3/2; 2x0x1 − 2x0 = 0 ⇒ x1 = 1. N32O

�6 �'�!- N28O �� �:���� @� �!; 0

x = ±ε1/2 + ε. N33O

"� �&� M���4  � @� �!; 0 �	� �� �!6�� /' �
�� �� N28O �� �:����

x = ε ±
√

ε2 + ε ≈ ±ε1/2 + ε ± ε3/2. N34O

.�
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7
� �	J�� �� �'	%����> ε 8� 3!� 	� %����> 	� #0,4 �� /�!6�� 0���0 � ������ �� �'�(
"� �	J�� 	� ���2� �� �	� 0 T�� 8� �'	%����> 9�� "� �	���2� �� �	� .���� �!;0 ��c�� ��

.�&� ��c�� @� �!; ε "� �	J�� T� �� �'	%����>
.��	
J� 	1� �� �� 	�" �� �:���� Px +� �C�

(x − 1)(x − τ) = −εx. N35O

./
&��� 	�" @� �!; �� �6�� ε "� ��!�
� T� �� @�!; �� 9�� U� 	E ��

x = τ +
ετ

1 − τ
+

ε2τ

(1 − τ)3
+ · · ·

x = 1 − ετ

1 − τ
− ε2τ

(1 − τ)3
+ · · · N36O

���!6 8��7 � 1 �� ��� � τ 	(� .� ��!-��� ��� � � τ → 1��H � �� �'@�!; 9�� �% � :�
[!& 0 [0� �� �'���; 	(� ,G C� .�6�=( ��*� ���� �� T�� 9�� ��!6 ����/' K�%L� M� ,�;

�*6�� ���� /'

ετ

1 − τ
= O(

ε2τ

(1 − τ)3
), ⇒ 1 − τ = O(ε1/2) N37O

.����� �� 	�" M� �!R �� N35O �� �V��� σε1/2 := 1 − τ K� �	�� ��

(x − 1)(x − 1 + ε1/2σ) = −εx. N38O

.�6!� ε1/2 "� ��!�
� T� �� M� �!R ��  �!��� �� �:���� 9�� @� �!; x

x = 1 − ε1/2

2
(σ ±

√
σ2 − 4) + · · · N39O

�
�:,%-� B� 0� ��  �!��� �'�( �	�; �� �'�:���� �� ��Z� 7
� �� ��
���	$�� M� S����

.�	� ��
U	E ./
*� �&�	� �� �!' �� �0�2� ��!h� �� m [�	; �� ��#�f �� �"� u� !2& �
��
� Py +� �C�
 �!��� �6�� 83!� �!' �� �0�2� 	(� .�6�� �4	& �� W&�*%� �!' �� �0�2� �� 0	
� �
*�
�� �6�� 83!� �!' ��0�2� �� #��7( 9�� +0� �
��
� .�	� �� +,%-� B� 0� �� �� ��c��

��#�f 9
*3 �� �	� �
:0� u� 	6 0 9�!
� �� �:���� ./
*� 	��
��

mẍ = mg − bv, x(0) = 0, ẋ(0) = v0. N40O

y
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�� �"� �� #��0/' 9�� 	� �*� .|v| � mg/b �� |bv| � mg �� 9�� �*�� 83!� �� �!' �� �0�2�
ε ./�	
(�� ε := b/m .�*� #��0�	� �� �5	6 9
*3 �� �	� ��
> �%4	&  �!��� �� b 	'

T� �� �� j> �&� �������

x = x0 + εx1 + ε2x2 + · · · , N41O

�
:0� �� �'u	6 0 9�!
� �� �:���� �� T�� 9�� �� ��=(�; �� .������ +!5 �� ��g · · · 0 x2 x1

(ẍ0 + εẍ1 + ε2ẍ2 + · · ·) = g − ε(x0 + εx1 + ε2x2 + · · ·)
ẋ0(0) + εẋ1(0) + ε2ẋ2(0) + · · · = v0

x0(0) + εx1(0) + ε2x2(0) + · · · = 0, N42O

�!6�� �^
%�

ε0; ẍ0 = g ẋ0(0) = v0, x0(0) = 0

ε1; ẍ1 = −ẋ0 ẋ1(0) = 0, x1(0) = 0

ε2; ẍ2 = −ẋ1 ẋ1(0) = 0, x2(0) = 0

· · · · · · · · · N43O

.����� �&� �� x(t) �'�:���� 9�� �� � ��

x(t) = v0t +
gt2

2
− bgt3

6m
+

b2gt4

24m2
+ · · · N44O

.�	� �� /' �
�� �!6�� �� N40O �� �:����

v(t) =
mg

b
− (

mg

b
− v0)e−bt/m

x(t) =
mgt

b
− m

b
(
mg

b
− v0)(e−bt/m − 1). N45O

�
�� �� /��"�� F�� @�!; �� �	� �� �V�� +,%-� B� 0� "� #��$%&� �� �	� �;9�� �� ��
#��� 8� ./
%6�=(�� 	$R �� ε K� �%L� �� �' �!� W� ��	X 0 /��	��� ���=(�; �:����
9� %6�=( 	$R �� ./�	�� �:���� �� &�� �� �& �� ,G C� �� +,%-� �� ���; �� �&� 9�� +����
�&�� �� �& �� �� 	$R �� ���; 	(� .����� �&� �� 	$R �� ���� @� �!; +,%-� �� ���;
�&� �� �� 8� �� ���� @� �!;  � "� /
��!��� �� ����� �&� �� ���:���� /
*� ���=(�;

Qz
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�&� �� �� 	�S�� �� �'�������'@�!; /
��!��� /
'� ����� W
�	� 9
�' �� 	(� ./��0�
.�*�!(�� ��	)� B� 0� B0� 9�� �� ./��0�

O �� �V2 � "� 0 �&� �!�4 ��$R 	 � � � z ��!�� +� !� �(�7 � �� ��$R PQz +� � C �
9�� �� 0� �� m [�	; �� �)3!� /� �; .�*���  ��0� ω �� ��q �� ��0�" �� 4	& �� ��=(��
μ ��$R �� m {� �)VR� W� �	X ./
'� �� ��	� O �� �V2� "� a �� ��R�E �� 0 pV&
8��7� �s��� �� /�; ���� 9�� �� .���0� �&� �� μ [�0� �� ���� �� �� #�f  � �)� ����	� .�&�

m�!6�� �0�  � "� �� 0 �!6��

a O

ω

z

�� ���� /�; �� ��� �� 4	& �� ?; j� )4  � �� ?; 0 μmg {�)VR� �� 0	
� �� #"����
�� 0	
� 9�� 	� �*� .�&� 
v − 
ω × 
r ��$R �� ���� /�; �� ��� �� 4	& .�&� ��$R

"� �&� M���4 {�)VR�


f = −μmg

v − 
ω × 
r

|
v − 
ω × 
r| . N46O

"� �&� M���4 7
� /�; @� �%6
d
v

dt
= −μg


v − 
ω × 
r

|
v − 
ω × 
r| . N47O

�� ���� �� �� �4	& ��  � �� �	� .�&� 
v(t = 0) = 0 0 
r(t = 0) = îa 7
� �
:0� T� ��	6
./
'� ��	� [	$R �� ���� �� �� S�� �� �V��� �&�� �� �& �� �&� �E�� /��0� �&� �� +0�

M�!R 9�� ��

d
v1

dt
= μg


ω × îa

|
ω × îa| . N48O

�&� ��  �!� �� �� 
r1 +0� �� ���� ��  �)� 0 
v1 +0� �� ���� �� �4	& �:���� 9�� �� "�
.��0�


v1 = μgt̂i, 
r1 = aî +
1
2
μgt2ĵ. N49O
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0 �4	&  �!��� +0� �� ���� �� �4	& 0  �)� 	� ���2� ���=(��; �� W
�	� 9
�' �� 0
.��0� �&� �� [0� �� ���� �� ��  �)�

d
v2

dt
= μg

(ωa − μgt)ĵ − 1/2 μgt2ωî√
(ωa − μgt)2 + 1/4 μ2g2t4ω2

. N50O

�E�� �6�� �&�� [0� �� ���� �� �^
%� /
'�!-�� �� 0 �&� +0� �� ���� �� 	�� M� �!R  !3
0� ����� "� 	�S�� �� �'���; "� 	1� <� 	R �� ./���� �J� +0� �� ���� �� �� 	�� i� 	L� �&�

./����

d
v2

dt
= μg

[
(ωa − μgt)ĵ
(ωa − μgt)

− 1/2 μgt2ωî

ωa

]
. N51O

"� j> ./���� �J� [	$R �� ���� �� �� i	L� �&� �E�� /���� μ2  !3 	-� �� ���; ��
.����� �&� �� [0� �� ���� �� ��  �)� 0 �4	& �	
(+�	J%�� 0  �	� #��&


v2 = μgtĵ − μ2g2t3

6a
î, 
r2 =

1
2
μgt2ĵ + (a − μ2g2t4

24a
)̂i. N52O

"� �&� M���4 μ [�0� �� ���� �� �s����� #�f �� ��R�E

r2 =

√
1
6
μ2g2t4 + a2 > a N53O

� .�!6�� �0� �s��� "� ���� 9�� �� #�f j>
T�� x0 �� �V2� +� !� �� V (x) 	(� .�&� �*
�� x0 �� �V2� �� V (x) a� ��� �
*�U	E

./
'�

V (x) = V (x0) +
1
2!

(x − x0)2V ′′(x0) +
1
3!

(x − x0)3V ′′′(x0) + · · · N54O

�� ���; �� �%:�� �� ��  ����!- �; 9�� �� ./���=(�� x0 �� �� M�|%L���s��� �(��& �� �	�
�� �E�� �� #"���� �� x �� ���!R �� ./
*��� �0��� �&� 	$R	�
w x W� �� 	� 0� �� ����
�� �
*� U	E .�	� 	1� <� 	R S�� �� [0� �� ���� �� �'���; "�  �!��� �6�� 8��7� 0
M���4 0	
� 0 �!6�� }*'�/' 	� ( �&!� �� ��c�� �� ����� ��c�� �6�� �� 
���%> V (x)

"� �&�

mẍ = −kx, k > 0. N55O
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�� �Z
�' �� [0� �� ���� �� ���; ./���� �J� �� ���� �� �'���; /
��!��� ���� W� �	2� ��
.�	� <=�  �!��� �s��� +� �2%��

mẍ = −kx + βx3. N56O

�� �	� �:���� �:���� 9�� �&� 	�83!� �V- �� ���; "� �& �� ���� �� ���; �� �%�0 ��
}*'�/' ��	� �:0 �&� ��#�0� ��	� �*3 	' .�&� }*'�/'	� 
w 	� J��&!� 8�

.��
�
.��	
J� 	1� �� �� �J*'�/'	�
w 	�( �&!� PQQ +� �C�

ẍ + ω2
0x = εx3. N57O

ε [�	$R �� ���� ��

x0(t) = A cosω0t, N58O

���� �� ���� �� 0

ẍ1 + ω2
0x1 = x3

0 N59O

8� �� 	~�*%� S�� �� �V��� �� &�� <� 	5 �:0 �6�� ��#�0� ��c�� @� �!; /���� ��1%��
�� �&� 9�� �%E��� �� ���$�� .�&� /%�
& �� �
�5 j� ���	E  ��' �� �%6���0 �� 0	
�
@� �!; �� /
����� ��� .��
� ��#�0� @�!; 0 �!6�� `�7� @�!; �'��� d� ���Z�
a��0 �� .�'���� �&�� @� �!; ���4 +� ,%-� B� 0� 7
� �;9�� �� .�&� ��#�0� ��c��
	$R �� ���� �� }� *'�/' �� �	� �� u!�	� �� /%�
& �� �
�5 j� ���	E �� /
'���  �Z�
�� j���	E �� �	� �� 	�" T� �� .�!6�� �%$( 3�������� ���9�� �� .�!6��U!4 �&�

��	
J� 	1�

ω2
0 = ω2 + εΩ1. N60O

Y�!6�� �^
%� N57O �� x +� 0� �� ���� �� T� �� 0 T�� 9�� �� ��=(�; ��

ẍ0 + εẍ1 + +(ω2 + εΩ1)(x0 + εx1) = ε(x0 + εx1)3. N61O
renormalization3
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"� ���M���4 x1 0 x0 	� /��� �� �'�:����

ε0; ẍ0 + ω2x0 = 0

ε1; ẍ1 + ω2x1 + Ω1x0 = x3
0 N62O

.ω0 j� ���	E �� �;�� ω j� ���	E �� �:0 �&� }*'�/'  ����� D%�	� x0

ẍ1 + ω2x1 = −Ω1A cosωt + A3 cos3 ωt

= A3[−Ω1

A2
cos(ωt) +

3
4

cos(ωt) +
1
4

cos(3ωt)]. N63O

�6�� 	$R cos(ωt) W� �	X ���� ����� ��#�0� ��	� 0 �'�� d� ���Z� ��  � �� �	�

Ω1 =
3
4
A2. N64O

}*'�/'	� 
w 	� ( �&!� �� �	� �:0 �&� �*��� "� �2%�� j���	E }*'�/' 	� ( �&!� �� �	�
���� �J%�� �*��� �� j���	E

ω2
0 = ω2 +

3
4
εA2. N65O

�%�0 ./�	
(�� l �� }�0� +� !5 .�&� }*'�/'	� 
w 	� ( �&!� "� �:�C� }�0� �� �	�
�	� 	1�<� 	R }*'�/'	�
w �� ���; "�  �!%� �� �6��� /� ��� � }�0� �� �	� �� �*���

θ̈ = −g

l
sin θ ≈ −g

l
(θ − 1

6
θ3 + · · ·). N66O

	�" �� �V��� "� ��	� j� ���	E /�	
J� A �� ��	� �*��� 	(� .ε = g/(6l) }�0� 9�� �� �	�
.����� �&� ��

ω2 = ω2
0 − εΩ1 =

g

l
(1 − A2

8
). N67O
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